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pore‐throat  tortuosity,  thus  has  a  non‐linear  flow  behavior  with  an  initial  pressure  gradient 
observed  in  experiments.  A  threshold  pressure  gradient  (TPG)  has  been  proposed  as  a  crucial 
parameter to describe this non‐linear flow behavior. However, the determination of this TPG is still 
unclear. This  study provides multi‐scale  insights on  the TPG  in  low‐permeability porous media. 
First,  a  semi‐empirical  formula  of TPG was proposed  based  on  a macroscopic  relationship with 
permeability, water saturation, and pore pressure, and verified by three sets of experimental data. 
Second, a fractal model of capillary tubes was developed to link this TPG formula with structural 
parameters  of  porous  media  (pore‐size  distribution  fractal  dimension  and  tortuosity  fractal 
dimension),  residual  water  saturation,  and  capillary  pressure.  The  effect  of  pore  structure 
complexity on the TPG is explicitly derived. It is found that the effects of water saturation and pore 
pressure on the TPG follow an exponential function and the TPG is a linear function of yield stress. 
These  effects  are  also  spatially asymmetric. Complex pore  structures  significantly affect  the TPG 
only in the range of low porosity, but water saturation and yield stress have effects on a wider range 






and gas  resources  [1]. According  to  the  roadmap on natural gas development  in China,  the  total 
production of natural gas will reach 4.5 ‐ 5 × 1012 m3 in 2020 and the proportion of unconventional 
gas will then exceed 30% of the total gas production [2]. Due to the  low permeability, high water 
saturation,  and  complex  pore  structure  of  shale  gas  reservoirs,  the  gas  flow  in  a  low‐pressure 
gradient  zone  is  always  slow  and  non‐Darcy  [3–6].  This  low‐velocity  non‐Darcy  flow  has  been 
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proposed  and  evaluated  [3,5,7,11].  For  example,  Cai  [3]  developed  a  fractal  approach  for  the 















its  flow mechanism.  In zone 1,  the viscous  force between  the  fluid and  the  solid  is dominant. The 
pressure  difference  applied  across  the  core  is  not  sufficient  to  drive  fluid  flow.  As  the  pressure 
difference  continues  to  increase  until  the  critical  point C  (defined  as  zone  2),  a  highly  nonlinear 
relationship is observed between the fluid flow rate and the pressure difference. In addition, gas slip 





Figure  1.  A  typical  schematic  of  low‐velocity  non‐Darcy  flow  with  threshold  pressure  gradient 
(modified after references [8,12–14]). 
Miller and Low  [15] discovered  the existence of  the TPG  in  the water  flow  through  the soils 
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(1) 
where  k   is  the  permeability  of  porous  medium  and     is  the  fluid  viscosity.  This  expression 
indicates  that  the TPG  is related  to  the ratio of permeability of porous media  to  fluid viscosity or 
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model  considering  the  TPG  was  more  accurate  in  predicting  gas  production  and  had  better 
agreement with the experimental data. Ding et al. [9] suggested that permeability, water saturation, 
and pore pressure were the controlling parameters for the TPG in tight gas reservoirs. Their results 
showed that the  increase  in pore pressure caused a significant decrease  in the TPG. Tian et al. [6] 
experimentally  revealed  that  the TPG  increased  exponentially with  a higher water  saturation  or 
lower permeability. The above‐mentioned laboratory investigations verified the existence of the TPG 
and some theoretical models with controlling parameters have been proposed. However, the effects 
of  complex pore  structure  in  low‐permeability porous media on  the TPG were not  investigated, 










      
Core flooding using oil  Li et al. [19] 
1.1170.0747TPG k    Core flooding using oil  Li et al. [19] 
0.93480.4TPG k    Core flooding using formation water  Zeng et al. [20] 
0.97380.00965TPG k    Core flooding using oil  Yang et al. [21] 
On the other hand, fractal theory is an effective tool to characterize the complex pore geometry 
and structure [22,23]. Yu and Cheng [24] developed a fractal model to evaluate the permeability for 
both  porous  particles  and  porous  fabrics  media.  However,  this  model  was  only  applicable  to 





Cai  [3]  pointed  out  that  the  scaling  behavior  between  the  TPG  and  the  permeability  of  porous 




















and a  semi‐empirical  formula  for  this  relationship  is  finally obtained. This  formula  can be easily 
used to facilitate numerical simulations on non‐Darcy flow in low‐permeability reservoirs. 
2.1.1. Effect of Boundary Layer 
The gas  flow no  longer conforms  to  the  traditional Darcy  flow  in a  low‐permeability porous 
media because of  the  complexity of  the pore  structure and  fluid properties.  It  exhibits  a distinct 
non‐linear  characteristic, which  is  related  to  a pseudo  threshold pressure gradient. Experimental 
results  [27]  indicate  that  there  is  a  strong  molecular  force  at  the  solid–gas  interface  in 
low‐permeability porous media. Abundant tiny pores (from 0.005  m   to 1  m   in [27], from 0.001 







Many  capillary  experiments  have  observed  that  the  driving  pressure  gradient  is  inversely 
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where  cd   is the radius of capillary tube.  0   denotes the ratio of the boundary layer thickness to 
the capillary radius at the initial state (or the state at zero driving pressure gradient),  00 1  .    



































rk      (4) 
where  r   is the average radius of pores; and     is the tortuosity of the flow path. 
Substituting Equation (4) into Equation (1) obtains 
2rTPG
   
            
(5) 





pore  structure  (radius  and  tortuosity)  will  be  further  described  microscopically  through  fractal 
dimensions and will be discussed in the following fractal model. 
2.1.2. Effect of Capillary Pressure 
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Gas  and  water  phases  often  coexist  in  tight  sandstone  or  shale  gas  reservoirs.  In  this 
displacement process, these two phases  interact with each other and cause a variation  in the gas–
water relative permeability. The reduction of gas permeability  leads directly  to an  increase  in  the 
TPG. For a core containing residual water, its TPG tends to be 1–5 times larger than that in a dry core 
[7]. This difference may be induced by the following two main reasons: (1) the residual water forms a 




   cosc wkp J S     (6) 
where  cp   is  the  capillary pressure between gas  and water  .     is  the  contact  angle of gas  and 
water, which  is determined by wettability.     is  the  interfacial  tension between water, gas,  and 
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      (9) 
Substituting Equation (4) into the above equation obtains the permeability as 









     (10) 
where  pr   and  tr   represent the radius of the pores and throats, respectively; and  L   is the length 
of  capillary  tubes.  In  this  ideal  capillary model,  the  throats  are  compressed  first,  rather  than  the 
Symmetry 2020, 12, 364  7  of  23 
pores. The  tortuosity of  this  capillary model  is assumed  to be unity. Therefore,  the permeability 
change coefficient is defined as 
2 2




k dp r r r dp






effk k e      (12) 
where  0k   is the initial permeability of the rock;     is the rock compressibility;  eff   is the effective 
stress;  eff b fp p   ;  bp   is the overburden pressure; and  fp   is the pore pressure. 
Equation  (12) establishes a relationship between permeability and pore pressure. That  is,  the 




f fw m p n pc SbTPG ak e e        (13) 
where  a   and  b   are  the  fitting  coefficients  of permeability;  c   is  the  fitting  coefficient  of water 














pressure  remain unchanged,  this  relationship  follows  a power  law. The TPG  changes drastically 
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Table 2. Fitting coefficients for the three cases. 




Figure 3a    0.08464  0.42046       
Figure 3b   
42.542 10






Core 1  0.1165  −8.89949  7.41895     
Core 2  0.00248  8.00076  8.40124     





Core 5  0.25791  0.04397  0.2733  −0.05898  0.00107 
Core 6  0.16632  0.06577  0.24045  −0.05544  0.00116 
Core 7  0.07173  0.05531  0.14122  −0.03052  46.0346 10    
Figure 6 
(Core 5) 
Sw 0.6  0.30482  0.05371  0.25039  −0.0687  0.00107 
Sw 0.5  0.25943  0.05661  0.31669  −0.07261  0.00114 
Sw 0.4  0.18415  0.09078  0.635  −0.07849  0.00133 






















Core 1  0.687  5  2.5  0.504 
Core 2  1.51  5  2.5  0.401 







Core 5  0.061  5.962  2.534  6.15 
Core 6  0.193  6.28  2.538  8.32 
Core 7  0.317  6.286  2.54  12.08 
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1, Zhu et al.  [7]  tested different kinds of  reservoir cores  from Sichuan gas  fields  in China with a 
maximum permeability of about 10 mD. Water saturation ranged from 0.2 to 0.7, which was greater 
than that  in Case 1. This core was a cylinder with a diameter of 2.5 cm and a  length of 5 cm. The 
specific parameters  are  listed  in Table  3. Table  2  lists  the  fitting  coefficients of Equation  (13). A 




9.02  mD,  respectively.  An  approximate  exponential  function  was  observed  for  the  relationship 
between  the  TPG  and  water  saturation.  When  the  permeability  was  low,  the  effect  of  water 




calculated  by  Equation  (13).  This  means  that  the  effect  of  water  saturation  on  the  TPG  is  less 
significant and can be ignored if the permeability is greater than a certain value. 









 0.687 m-Darcy 
 Fitting curve by Eq.(13)
a=0.1165,b=-8.89949,c=7.41895
 1.51 m-Darcy
 Fitting curve by Eq.(13)
a=0.00248,b=8.00076,c=8.40124
 9.02 m-Darcy
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process  in  a  tight  gas  reservoir.  This  dynamic  TPG  effect means  that  the  TPG  in  the  tight  gas 
reservoir increases along with the decrease in pore pressure. A back‐pressure system was added to 
the experiment to maintain the pore pressure of the cores. The cores were from the Daniudi gas field, 
which  is a  tight gas  reservoir  located  in western China. The parameters of  the cores are given  in 
Table  3.  This  test  obtains  the  variations  in  the  TPG with  pore  pressure  for  cores with  different 
permeabilities. The water saturation of the cores was the same. Equation (13) is still used to fit this 
relationship of the TPG and pore pressure and their fitting coefficients are also listed in Table 2. The 
fitting  results  are presented  in Figure  5  and  it was  found  that  this  equation  could well  fit  these 
experimental data. As the pore pressure increases, flow channels are expanded, and the TPG rapidly 
decreases. When  the permeability of  the  core  is  lower,  the  effect of pore pressure on  the TPG  is 
stronger. This also shows that a core with  low permeability has a small radius of pore throat and 
produces  a  significant  TPG,  thus  the  deformation  of  pores  caused  by  pore  pressure  should  be 
carefully considered. Figure 6 presents the variation in the TPG with pore pressure at different water 
saturations.  In  summary,  an  approximate  power  function  relationship  exists  between  rock 
permeability and the TPG. An exponential relationship is more consistent with water saturation and 
pore pressure. 
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 Water saturation 0.6
 Fitting curve by Eq.(13)
 Water saturation 0.5
 Fitting curve by Eq.(13)
 Water saturation 0.4
 Fitting curve by Eq.(13)
 Water saturation 0.3






























The above  semi‐empirical  formula of Equation  (13) has been demonstrated  to be useful and 









distribution of pore sizes, residual water, and  the variation of  tortuosity  in porous media are not 
considered in the model. In this section, the conceptual model of capillary flow is modified through 












          (14) 
where  r   is the diameter of the pore;     is the fluid viscosity;  p   is the pressure difference across 
the capillary tube; and  0   is the yield stress. When the fluid flow overcomes the yield stress, the 
shear stress and the shear rate follow a linear relationship. If the yield stress is zero, Equation (14) is 
simplified into the classical Hagen–Poiseuille equation for Newtonian fluid flow.  tL   is a parameter 
with fractal characteristics to represent the length of tortuous capillary. The fractal parameters used 
in the following derivation are given in the Appendix A. 
The  proposed  new  model  considers  two  more  parameters:  water  film  thickness  wfr and 
capillary pressure. The water  film  adsorbed on  the  surface of  the  capillary  tubes  is  the  result of 














      (16) 
This formula shows that the capillary pressure difference is controlled by surface tension   , 
the  contact angle between  fluid and  solid   , and porosity   .     is  the  shape  factor, which was 
taken in this study as a constant. Therefore, Equation (14) can be modified into 
 24 01 16cos
128 2 3




         
(17) 
Combining the distribution of pore sizes obtains the total flow rate as 
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(18) 
Since  max min/ 0.01 1,r r   the above equation can be simplified as 
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       (20) 
Substituting Equation (20) into Equation (19) obtains the permeability and threshold pressure 
gradient as 











S D r rk





     (21) 
1 1
0 0 max max
0
3 316 1 cos 1
3 3 2 2
T TT f T fD D
f T f
D D D D
TPG L r r
D L D D
   
            (22) 
3.2. Model Validation and Analysis 
Ye et al. [26] divided the core samples into three groups according to their permeabilities, which 
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Pore‐size  distribution  fractal  dimension  and  tortuosity  fractal  dimension  are  two  critical 
parameters  for  the  distribution  heterogeneity  and  tortuosity  of  pores.  Figure  10a  shows  the 
comparison of the TPG with various pore‐size distribution fractal dimensions. The tortuosity fractal 
dimension was assumed to be 1.7. As the pore‐size distribution fractal dimension increased from 1.4 
to  1.8,  the  TPG  significantly  declined  in  low‐porosity  reservoirs.  The  effect  of  tortuosity  fractal 
dimension on TPG is shown in Figure 10b. When the pore‐size distribution fractal dimension was 
held at  the same value,  the  increase  in  the  tortuosity  fractal dimension caused a more significant 
growth  in  the  TPG.  These  two  cases  show  that  the  TPG  increases  significantly  as  the  pore‐size 
distribution fractal dimension and tortuosity fractal dimension increase. The TPG grows drastically 
with the decrease in porosity and becomes more sensitive to fractal dimensions as the porosity of the 
rock  decreases.  The  effect  of  fractal  dimension  on  the  TPG  cannot  be  ignored,  especially  in 
low‐porosity and low‐permeability reservoirs. 
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Figure  10.  (a) The effect of pore  size distribution  fractal dimension on  the TPG,  (b) The effect of 
tortuosity fractal dimension on the TPG. 
3.4. Effect of Residual Water Saturation 
The  residual water  forms  a  fluid boundary  layer  in our  capillary  tubes, which  significantly 
increases  the resistance  to  fluid  flow. An  increase of residual water saturation means  that a  layer 
thickness of water film increases at the very tiny pore‐throat and the effective radius of the fluid flow 




pore  complexity  in  the  fractal dimension becomes  less  significant when  the porosity  is beyond a 
range, while the residual water saturation is not limited to low‐porosity reservoirs. 















 Water saturation 0
 Water saturation 0.3
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formula  established  a  macroscopic  relationship  with  permeability,  water  saturation,  and  pore 
pressure. Furthermore, a fractal model of capillary tubes was developed to  link this TPG formula 
with  the  structural  parameters  of  porous  media  (pore‐size  distribution  fractal  dimension  and 
tortuosity  fractal dimension),  residual water saturation, and capillary pressure. This  formula was 
verified by multiple sets of experimental data. Finally, parameter sensitivity was investigated for the 
fractal model. Based on these studies, the following conclusions can be drawn. 






 Both  pore‐size  distribution  in  the  fractal  dimension  and  tortuosity  fractal  dimension  can 
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effective  at  describing  these  capillary  tubes with  different  pore  sizes  and  tortuous  lengths.  The 
number of pore sizes that are greater than  r   in porous media follows this relation [39]: 
  max fDrN r
r
         (A1) 
where   ,  maxr , and  r   are  the scale of  length,  the maximum pore diameter, and pore diameter, 
respectively.  fD   is  the  fractal  dimension  of  the  pore  size  distribution  and  has  a  range  of 






    (A2) 
where  Ed   represents the Euclidean dimension.  minr   is the minimum pore diameter. 




fdN D r r dr
     (A3) 
Capillary length is related to the radius in following fractal law [40]: 
1
0( ) T T
D DL r r L   (A4) 
where  L   and  0L   represent  the  actual  capillary  length  and  representative  capillary  length, 










    (A5) 
where  av   and  avr   are  the  average  tortuosity  of  capillaries  and  the  average  capillary diameter, 
respectively.   
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